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第三週 連續性 

主題六：連續

性 

PART 1：直觀的連續函數 

在介紹函數的微分前，一定要先考慮函數的連續性，因為函數若不連續，函數就不可

微分： 

以最簡單的想法:在紙上用筆畫出函數圖形，筆不離開紙面，劃出的圖形沒有斷點 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

圖 1.連續函數的直觀判斷法 

PART 2：常見的函數不連續的狀況 

   以直觀的連續函數判斷，以圖 2 為例， ( )f x  在 

(1) 當 2x = 不連續，理由是 ( )f x 在 2x = 沒有定義 

(2) 當 5x = 不連續，理由是 ( )f x 在 5x = 出現跳躍(jump) 

(3) 當 7x = 不連續，理由是 ( )f x 在 7x = 雖然有定義，但 (7)f 的位置不是我們所希

望的位置。 

           

                圖 2.常見的不連續函數的狀況 

依據上面不連續的狀況，再不畫圖的前提下，我們可以思考判斷函數是否連續，為何

要如此定義了。 

 

 



PART 3：函數連續的定義(單點)       (基礎)  

連續性 

http://www.youtub

e.com/watch?v=kD

2WbtDIriU 

若函數 ( )y f x= 能夠滿足 

lim ( ) ( )
x a

f x f a


=                     (1) 

則稱 ( )y f x= 在 x a= 連續 

(1)的左式為極限值，極限值須存在，也就是”左極限” 須等於”右

極限” 

(1)的右式為函數值，須要有定義 

綜合以上條件: 

( )y f x= 在 x a= 連續， lim ( ) lim ( ) ( )
x a x a

f x f x f a
- + 

= = 三式相等，

缺一不可 

PART 4：判斷函數不連續的各種狀況 

判斷下面函數在何處不連續，並說明其理由 

(a) 
2 2 3

( )
1

x x
f x

x

+ -
=

-
 ans: 因為 (1)f 沒有定義，故 ( )f x 在 1x = 不連續 

(b) 2

1
0

( )
1 0

if x
f x x

if x

ìïï ¹ï=íïï =ïî

 ans: 因為極限
20

1
lim
x x

不存在，故 ( )f x 在 0x = 不連續 

(c) 

2 2 3
1

( ) 1
2 1

x x
if x

f x x
if x

ìï + -ï ¹ï=í -ïï =ïî

 ans:因為極限值
2

1 1

2 3
lim lim( 3) 4

1x x

x x
x

x 

+ -
= + =

-
，

函數值 (1) 2f = ，兩者不相等，故 ( )f x 在 1x = 不連續 

 

(d) [ ]( )f x x= ，[ ]x 表高斯函數 

 ans: 高斯函數在所有整數均不連續，例如在 2x = ，右極限 [ ]
2

lim 2
x

x
+

=  

左極限 [ ]
2

lim 1
x

x
-

=  

綜合以上結果，判斷函數是否連續的問題須注意的事項 

(a)分式函數要注意令分母為 0 之數是否有定義 

(b)函數分段定義時要注意極限值是否存在，並要等於函數值 

(c)高斯函數又稱階梯函數，是標準的不連續函數範例 

 

PART 5：函數連續的定義(區間) 

定義 (函數在開區間連續) 

若函數 ( )y f x= 在開區間 ( , )a b 中的每一點均連續，則稱 ( )y f x= 在開區間 ( , )a b

連續 

若函數 ( )y f x=  在閉區間[ , ]a b 連續，須滿足下列三條件 

(1) ( )y f x= 在開區間 ( , )a b 連續 



(2) lim ( ) ( )
x a

f x f a
+

=  (點 a 滿足右連續) 

(3) lim ( ) ( )
x b

f x f b
-

=  (點b 滿足左連續) 

PART 6：連續函數的封閉性 

若 ( )f x 與 ( )g x 均在 x a= 點連續， c 為常數，則 

定理 1 (加減法)  ( ) ( )f x g x  也在 x a= 點連續 

定理 2 (乘法)   ( ) ( )f x g x  在 x a= 點連續 

定理 3 (除法)   
( )

( )

f x

g x
 在 x a= 點連續 ( ( ) 0)g a ¹  

定理 3 (數字乘法)   ( )c f x  在 x a= 點連續 

PART 7：多項式函數的連續性 

定理 設 1
1 1 0( ) n n

n nf x c x c x c x c-
-= + + + + ( ,0 )ic i n£ £ ，為 n 次多項式，則 ( )f x 在

( , )-¥ ¥ 中每一點均連續 

 

PART 8：多項式分式函數的連續性 

定理 設
( )

( )
( )

P x
f x

Q x
= ， ( )P x 與 ( )Q x 為多項式，只要排除使 ( ) 0Q x = 的點， ( )f x 均為

連續函數。 

 

 

PART 9：常見的連續函數 

定理 下列各種函數在各自的定義域內均為連續函數 

1.多項式函數 1
1 1 0( ) n n

n nf x c x c x c x c-
-= + + + +  定義域： ( , )-¥ ¥  

2. 分式函數
( )

( )
( )

P x
f x

Q x
= ，定義域：{ }( ) 0x R Q xÎ ¹  

3. 根式函數 ( ) ( )f x P x= ，定義域：{ }( ) 0x R P xÎ ³  

4. 三角函數 

   (a) ( ) sinf x x= ，定義域： ( , )-¥ ¥  

   (b) ( ) cosf x x= ，定義域： ( , )-¥ ¥  

   (b) ( ) tanf x x= ，定義域： ,
2

x R x k k Z
p

p
ì üï ïï ïÎ ¹ + Îí ýï ïï ïî þ

 

   (b) ( ) cotf x x= ，定義域：{ },x R x k k ZpÎ ¹ Î  



   (b) ( ) secf x x= ，定義域： ,
2

x R x k k Z
p

p
ì üï ïï ïÎ ¹ + Îí ýï ïï ïî þ

 

   (b) ( ) cscf x x= ，定義域：{ },x R x k k ZpÎ ¹ Î  

5. 指數函數 ( ) ( 0, 1)xf x a a a= > ¹ ，定義域： ( , )-¥ ¥  

6. 對數函數 ( ) log ( 0, 1)af x x a a= > ¹ ，定義域： (0 , )¥  

 

PART 10：合成函數之連續性(重要觀念) 

若 ( )f x 在b 點連續，且 lim ( )
x a

g x b


= ，則 lim ( ( )) ( )
x a

f g x f b


= ，以另一種表達方式 

( )lim ( ( )) lim ( )
x a x a

f g x f g x
 

=  

這說明了只要這個 f 函數能夠符合”連續”條件，外面的 limit 符號可以穿透函數 f  

PART 11：中間值定理與 Bozano 定理 

中間值定理  

http://www.youtube.

com/watch?v=fIh7O

EXVIO4&feature=y

outu.be 

設 ( )f x 為在閉區間[ , ]a b 之連續函數，設 L 為介於 ( )f a 與

( )f b 之間的實數，則至少有一個數字 ( , )c a bÎ 可使

( )f c L=  

Bozano 定理又稱”勘根定理”，若 ( )f x 為在閉區間[ , ]a b 之

連續函數， ( ) ( ) 0f a f b < ，表示 ( )f a 與 ( )f b 一正一負，則

在 ( , )a b 區間中至少存在一個根。 

PART 12：定點定理(Fixed Point Theorem)的定義 

若 ( ) : [ , ] [ , ]g x a b a b 為連續函數，則 ( )g x 在[ , ]a b 至少有一固定點。 
 
什麼是固定點? 
若函數 ( ) : [ , ]g x a b R ，設a為[ , ]a b 上的一點，若 ( )g a a= ，我們就稱a為固定點

(fixed point) 
 
 
PART 13：定點定理的證明 
設 ( ) ( )f x x g x= - ， ( )f x 在[ , ]a b 必然是連續函數 
現在依下列狀況證明 
(a)若 ( ) 0f a = ，則 ( ) 0a g a- = ， a 就是固定點 
(b)若 ( ) 0f b = ，則 ( ) 0b g b- = ，b 就是固定點 
(c)假設(a)與(b)都不成立，在[ , ]a b 中 a 是最小的數字，b 是最大的數字，那麼 
 ( )g a a¹ ，當然大於 a ，也就是 ( )g a a> ，同理， ( )g b b<  
得到 ( ) 0f a < ， ( ) 0f b >  
依據”勘根定理”，閉至少存在一個根a，使 ( ) 0f a = ，也就是 

( ) 0ga a- =  
 

 


